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Erdrotation
und die

Euler-Liouville-Gleichung

Leonhard Euler
Joseph Liouville

Roland Pail

Koordinatentransformation und EOPs
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(IAU 2000)

Präzession-Nutation Rotation & PolbewegungICRSx : raumfest ITRSx : erdfest

Earth Orientation Parameters:

( ) ( )tytx PP ,

yD

eD

…Polkoordinaten (CEP bzw. CIP im ITRS)

UT1-UTC

…Nutation in Länge

…Teil von � bzw. � ‘

…Nutation in Schiefe
vs.

…Koord. des Celestial Inter-
mediate Pole im ICRS
(IAU2000)
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Physik der Rotation

Geradlinige Bewegung
(Translation)

Kreisbewegung
(Rotation)
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Euler-Liouville-Gleichung: Herleitung (1)

Momentane Geschwindigkeit eines Massenelementes bzgl. des mit dem 
Drehvektor d rotierenden Bezugssystems:
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� … Drehvektor:

x¢ … Positionsvektor im rotierenden System
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… relativer Drehimpuls
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Rot. um x3: max. Trägheitsmoment 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

---

---

---

=

332313

232212

131211

qqqq
qqqq
qqqq

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
=

C

B

A

00

00

00

�

Hauptachsen-
transformation

CBA <<

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
=

C

A

A

00

00

00

� CBA <=

Trägheitstensor allgemein

Rot. um x1: min. Trägheitsmoment 

freie Drehung um Hauptträgheitsachsen
(stabile Drehung nur für x1 und x3)

Rotations-
Ellipsoid

Euler-Liouville-Gleichung: Exkurs: Trägheitstensor
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� Annahme: starre Erde: relativer Drehimpuls            : 
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M =

Euler-Liouville-Gleichung
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Euler-Kreiselgleichung

0N =

0N ¹

… freie Bewegung der Rotationsachse

… erzwungene Bewegung durch äußere Momente

Drehimpuls

Drehmoment

Euler-Liouville-Gleichung: Herleitung (2)

� Fall: 

� Fall: 
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Spezialfall:

• keine externen Drehmomente: 0N =

• starre Erde: relativer Drehimpuls: 0h =

• zeitlich konstantes Trägheitsmoment: 0� =�
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Euler-Liouville-Gleichung: Lösung
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wegen Drehimpulserhaltung (raumfest): 

.0 const== LL

=�

3,, =� FeL� sind komplanar

Polbewegung: Geometrie

L0

Gangpol
RastpolDrehpol

Figurenachse
Drehimpulsachse
Drehachse

CTP

yp

xp

Rastpolkegel
(raumfest)

Gangpolkegel
(erdfest)

Eulersche Polbahn

(nach: Ilk, 2007)
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Polbewegung: Geometrie

L0
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Rastpolkegel
(raumfest)

Gangpolkegel
(erdfest)

Eulersche Polbahn

(nach: Ilk, 2007)
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Rastpolkegel
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Eulersche Polbahn (freie Nutation):
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Tägliche Polbahn (freie Nutation):
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(Theoretische) Polkoordinaten:
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Polbewegung: Geometrie
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(nach: Ilk, 2007)
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Realität: ),( PP yx sind Teil der Earth Orientiation Parameters (IERS)
(Quelle: www.iers.org )

Polbewegung: beobachtete Polkoordinaten (1)

Ja
hr

xP [m] yP [m]

Polbewegung: beobachtete Polkoordinaten (2)
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Polbewegung: beobachtete Polkoordinaten (2)

1 Jahr

~430 Tage: CHANDLER-Periode

Frequenzanalyse

0M =0N ¹

0h ¹

0� ¹�

- gezeitenerzeugende lunisolare gravitative Wechselwirkungen

- durch Polbewegung hervorgerufene variable Zentrifugalbeschleunigungen

� Chandler wobble: 

� Nearly diurnal free wobble (NDFW):
elliptischer, flüssiger Erdkern: Trägheits-
kopplung Mantel - Kern  

Tage430»ChT

� erzwungene tägliche Polbahn:
momentane Rotations-/Drehimpulsachse
beschreibt epizyklische Kreise um kräftefreie
Achsen: < 60 cm

Polbewegung: Modelladaptionen

• keine externen Drehmomente:

• starre Erde: relativer Drehimpuls:

• zeitlich konstantes Trägheitsmoment: 
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0

0T =�• Massenvariationen: zeitlich variables Trägheitsmoment: 

0h =• elastisch deformierbare Erde: relativer Drehimpuls:

• externen Drehmomente (Gezeiten):

(Ilk, 2007)
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Polbewegung: Modelladaptionen

Anregende Quellen und Perioden

1321 )( NACA =-+ www�

2312 )( NCAA =-+ www�

03 =w�

Einführung der Eulerschen Winkel:

)(),(),( ttt ejy
beschreiben die Lage des (momentanen) 
Figurenachsensystems im Inertialsystem

Euler-Liouville-Gleichung: Präzession - Nutation

Spezialfall:

• äußere Drehmomente: 0N ¹

• starre Erde: relativer Drehimpuls:

• zeitl. konst. Trägheitsmoment: 
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eS
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Ekliptikpol

eE=3

eE=2eE=1

Rotationspol
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eF=2
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Frühlingspunkt

Herbstpunkt

t0

Ekliptik

Äquator

� (t)

� (t)
� (t)

eS

eF=1

Ekliptikpol

eE=3

eE=2eE=1

Rotationspol

Euler-Liouville-Gleichung: Präzession - Nutation

Euler-Liouville-Gleichung: Präzession

N

Ekliptikpol

Rotationspol

1321 )( NACA =-+ www�

2312 )( NCAA =-+ www�

03 =w�

FxN ´=

dt
dL

N =



10

Lösung:

yDyy += )()( sec tt

eDee += 0)(t

Lunisolare Präzession:

Jahrtt /36".50)()( sec -=»yy

°=» 4393.23)( 0ee t

Jahr/48".34-=
Jahr/88".15-=

Mond

Sonne

• Rückwärtsdrehung der Knotenlinie

• Periode ca. 26000 Jahre
(„Platonisches Jahr“)

Jahr/12".0-= Planeten][

eK

�

�

Frühlingspunkt

Herbstpunkt
t0

Ekliptik

Äquator

� (t)

� (t)
� (t)

eS

Ekliptikpol

Rotationspol

)(ty
Orientierung der Figurenachse
im inertialen Ekliptiksystem)(te

)(tj Rotationsphase des Figurensystems

Euler-Liouville-Gleichung: Präzession

(Näherungs-)Lösung d. Poisson-Gleichungen:

eE=3

eE=1
eE=2

eF=2

eF=1

eF=3

Euler-Liouville-Gleichung: Präzession - Auswirkungen

• „Wanderung“ des Polarsterns

Richtungsänderung der Erdachse 
� „Wanderung“ des Polarsterns
– Heute: Polaris
– In 12.000 Jahren: Vega

• „Bewegung“ des Frühlingspunktes

– Frühlingspunkt (=Schnittpunkt 
Himmelsäquator mit Ekliptik) wandert 
alle 2150 J. um etwa 1 Sternbild

– Resultat: Differenz zwischen 
Sternbilder und Tierkreiszeichen

• Jahr 0: FP war im Sternbild Widder 
(Widderpunkt)

• Heute: FP ist im Sternbild Fische

• 2600 n. Chr. � FP wird im Sternbild 
Wassermann sein
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Euler-Liouville-Gleichung: Präzession - Auswirkungen

• „Wanderung“ des Polarsterns • „Bewegung“ des Frühlingspunktes

Euler-Liouville-Gleichung: Nutation

N

Ekliptikpol

Rotationspol

� =5°8‘
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Lösung:

yDyy += )()( sec tt

eDee += 0)(t

Nutation:

)(ty Orientierung der Figurenachse
im inertialen Ekliptiksystem)(te

)(tj Rotationsphase des Figurensystems

Euler-Liouville-Gleichung: Nutation

• Hauptbeitrag: Neigung des Mond-Orbits
relativ zur Ekliptik: ~5°

• Periode ca. 18.6 Jahre

in Länge: )sin(200".17 LWyD ×-»

in Schiefe: )cos(203".9 LWeD ×+»
� �

� �
LW … Länge d. aufsteigenden

Mondknotens
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Rotationspol eE=3
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Euler-Liouville-Gleichung: Realität

Euler-Liouville-Gleichung

freie Bewegung : 0N =

- gezeitenerzeugende lunisolare gravitative Wechselwirkungen

- durch Polbewegung hervorgerufene variable Zentrifugalbeschleunigungen

Elastische Verformungen der  Erde durch

0
~�0

~
L• ,         und Figurenachse im ungestörten

Fall       liegen auf einer Geraden0F

• Rotationsachse stimmt nicht mit der
Figurenachse überein ® unsymmetrische
Deformation der Erde und Verlagerung der
Figurenachse (max. Trägheitsmoment)

00

~
FF ® (~ 2 m)

• ,     , und       liegen auf einer Geraden
und rotieren mit Chandler-Periode um 

0

~
F 0

~�
0

~
L

0F

CTP

0
~�0

~
L

430 Tage
Chandlersche Polbahn

0F
0

~
F

~3 cm~9 m

2 m

Py

Px
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Dt
D

Dt
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® Praktische Bedeutung für Erdrotationsmodelle: 

… Def. wahren Himmelspols (CEP), weil:
- keine erzwungene Bew. (keine tägliche
Bewegung bzgl. erdfesten Bezugsystems)

- (nahezu) keine tägl. Bew. bzgl. raumfesten Systems

0

~
L

Euler-Liouville-Gleichung: Realität

Euler-Liouville-Gleichung

- gezeitenerzeugende lunisolare gravitative Wechselwirkungen

- durch Polbewegung hervorgerufene variable Zentrifugalbeschleunigungen

Elastische Verformungen der  Erde durch

CTP

0
~�0

~
L

�

L

430 Tage
Chandlersche Polbahn

0F
0

~
F

F

Tägliche 
Polbahn

~3 cm~9 m

2 m

~60 m

Py

Px

• Figurenachse      beschreibt tägliche

quasi-kreisförmige Bewegung um die
momentenfreie Figurenachse      (60 m !!!)0

~
F

F

erzwungene Bewegung : 0N ¹

0
~� 0

~
L

• Momentane Rotationsachse     und

Drehimpulsachse     beschreiben Kreise um
momentenfreien Achsen      und
(tägliche Polbahn, ~60 cm / ~40 cm)

L
�

Nh�
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Dt
D
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D

… Def. wahren Himmelspols (Celestial Ephemeris Pole; CEP)0

~
L

Euler-Liouville-Gleichung: Erdrotation und Bezugssysteme

Earth Orientation Parameters:

( ) ( )tytx PP ,

yD

eD

…Polkoordinaten (CEP bzw. CIP im ITRS)

UT1-UTC

…Nutation in Länge

…Teil von � bzw. � ‘

…Nutation in Schiefe
vs.

…Koord. des Celestial Inter-
mediate Pole im ICRS
(IAU2000)

X(t)

Y(t)

Präzession-Nutation Rotation & PolbewegungICRFx ITRFx

® Präzession-Nutation:  Bewegung des CEP (CIP) bzgl. eines
raumfesten Bezugssystems

® Polbewegung:            Bewegung des CEP (CIP) bzgl. eines
erdfesten Bezugssystems

: erdfest: raumfest
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Euler-Liouville-Gleichung: EOPs – Beobachtung und Verteilung

Praxis: EOPs werden durch astrogeodätische Beobachtungsverfahren ermittelt:

• Very Long Baseline Interferometry (VLBI)

• Satellite Laser Ranging (SLR)

• Lunar Laser Ranging (LLR)

• GPS, DORIS

Das Earth Orientation Center (SYRTE, Paris) des IERS (International Earth 
Rotation Service) berechnet EOPs und stellt diese zur Verfügung:

• www.iers.org
• hpiers.obspm.fr/eop-pc/

Tageslänge: Beobachtungen

• 400 Ma Ringe in Korallenriffs:
Tag hatte ca. 22 Stunden

• 900 Ma Sedimente:
Tag hatte ca. 18 Stunden

� Mittlere Zunahme der Tageslänge: 2.4 ms/Jahrhundert
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El Nino

Tageslänge: Analyse

säkular

langperiodisch

(halb-)jährlich

kurzperiodisch

Tageslänge: Gezeitenreibung

• Der Ozeanwulst läuft wegen der Rotation der
Erde vor die Verbindungslinie Erde-Mond, da
Reibungskräfte zwischen dem Ozean und dem
Erdkörper bestehen.

• Daher besteht eine rücktreibende Kraft, die die
Rotationsgeschwindigkeit der Erde verlangsamt.

• Dabei wird Eigendrehimpuls der Erde auf den
Bahndrehimpuls des Mondes übertragen, der
dadurch geringfügig beschleunigt wird.

• Deshalb vergrößert sich der Abstand des
Mondes von der Erde im Mittel um 
ca. 3.8 cm/Jahr.LLR Retroreflektor am Mond, ange-

bracht während Apollo-Mission
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Tageslänge: Gezeitenreibung

ENSO - El-Niño
Southern Oscillation

Erdrotation: weiterführende Aspekte

• Erdrotation und Zeitsysteme

• Trägheitsmomente und Schwerefeld

z. B.: )cos(eyD+= GMSTGAST Äquinoktien-
Gleichung

• Raumfeste und erdfeste Referenzsysteme

Relationen zwischen Elementen des Trägheitstensors
und harmonischen Schwerefeldkoeffizienten von Grad 2:  
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